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Abstract：A triaxial linear aeeelerometer based on E-type membrane has been designed．For the design，it is 

essential to characterize the strain and stress of the sensing element，which iS an annular flat membrane in 

E-type structure．Considering the size and slight deformation of the membrane，it can be regarded as a flat 

plate with slight deflection．Co nsequently，analyses of the membrane can be perform ed under acceleration 

load a a (口：)and corresponding boundary condition respectively．The analytical solutions of the strain 

and stress are obtained from the elastic surface differential equations about the axisymmetric／non-axisym— 

metric deformation of circular plate． 
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三轴线加速度计 E膜片弹性体应力应变解析法研究 
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摘 要：基于E型膜片已设计出一种三轴线加速度计；此E型膜片的敏感弹性部分为圆环平膜片，对其应力应变特性的分析 

至关重要。考虑到E膜片的实际尺寸及测量时其变形较小，将E膜片变形作为薄板小挠度变形来对待，对z、x(y)各轴向加速 

度载荷a⋯a(n )作用下，膜片的边界条件进行分析；并参考圆薄板轴对称／反轴对称变形的弹性曲面微分方程及通解，获得E 

膜片的应力应变解析解。 
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加速度作为描述物体运动状态的一个重要物理 

量，已广泛应用于社会生产实践的各个方面。加速 

度信号的获取主要是通过相应的加速度传感器来实 

现。而在实际工程应用中，如汽车安全防护、电梯舒 

适度测量等，常常需要高灵敏度、低量程、低成本的 

三维加速度传感器。 
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设计出一种新型的低成本一体化小型多维加速度传 

感器[1吧]，其在实际中已经获得了应用[3]。图 1是其 

测量原理示意图，z轴向加速度口：作用时，E形圆膜 

片1受到圆形质量块 3垂直方向惯性力Fz作用，产 

生如图 1(a)的变形；x(或 y)轴向加速度 口 (或 口 ) 

作用时，膜片的变形如图 l(b)，其中硬中心2连接 

着膜片与质量块。相应地，膜片敏感面沿 轴、Y轴 

和与其成 45。方向上各对称粘贴的四个应变片(如 

图2所示)的阻值发生变化，进而由其所组成的惠斯 

通直流电桥输出电压发生变化，实现对各轴向线加 

速度的测量。 

FK 

(b) 

图 1 多维加速度传感器测量原理示意 

’ J 

． 

‘

I． 
／ 

’ 

图 2 膜片上应变片分布示意 

弹性体的设计是这种多维加速度传感器设计 

的关键；了解弹性体的特性，对于确定弹性体结构形 

式、尺寸及优化极其重要。考虑到本传感器结构、E 

膜片的对称性，及 E膜片的设计尺寸，E膜片的受 

力变形可依据圆薄板小挠度变形处理；本文通过对 

E膜片的受力分析，建立轴向线加速度载荷 口 口 

作用时边界条件，参考圆薄板轴对称／反轴对称变形 

的弹性曲面微分方程、及通解，获得膜片应力应变解 

析解；同时给出有关算例。而轴向加速度载荷口 作 

用下，膜片应力应变分析同载荷口 的分析一样，故 

不作详细讨论。 

1 nz作用下E膜片应力应变解析分析 

在 轴向加速度口：的作用下，质量块m产生的 

惯性力Fz一一 ·口 使得E膜片产生如图 1(a)的 

变形。实际上，E膜片的有效敏感部分是一个圆环 

平膜片，假定变形很小，内外半径分别为 r ，r2，厚 

上100～ 80<  一
ri
< 8 ～ 5 (1) 一 <：一 <：一  ‘l J 、r， 一  、 ⋯  

叫一 (1n —A + +A+1] 

式中，R= r B一 一一 。 

： = 3) 一 cr8 J 

O~Z W

_

4_专 +吾雩)]㈤ 1 
=--D[ +(专 +吾 )] 

D 一 (5) 

一  [ 1+ )(21nR_A)+ A+2] 
一  

[ 1 (2lnR-A)+(卜 + ]口： 

2 作用下E膜片应力应变解析分析 
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(a)等效载荷模型 (b)撇坐标不意 

图 3 X方向线加速度作用分析 

反对称载荷特性，硬中心圆的偏转将引起膜片的反 

对称变形，即膜片中面半径为 r的圆周上，在右端向 

上产生 z向位移时、左端向下产生位移。由极坐标 

示意图3(b)，膜片挠曲面 叫(r， )，此反对称变形可 

记为： 

w(r， ) —w(r， )l，， 一 

f—w(r， )I，， ，( ∈Fo，7c]) 
⋯  

I—w(r， )I，，一 ，( ∈[一7c，0]) 
而力矩 M 与加速度口 间关系： 

M 一一撇  Z (8) 

2．2 膜片挠曲面方程 w(r。D)的建立与解析解 

这里，E膜片外周边固定，边界位移条件： 

(r， )I r：：r2==0，曼 ； l，： ==0 (9) 
且 E膜片内周边与硬中心相联接，硬中心绕平行于 

Y轴的直径偏转一个较小的角度 ，见 图 4所示 

／b'ob，ob是硬中心圆位于 轴正向的半径，o 是偏 

转后的位置。 

图 4 硬中心偏转角示意 

因 很小，仍然设定E膜片中面不变形，则由 

图 4可以得到约束条件： 

≈  

而集中力偶矩M与膜片外(r— )周边扭矩M ，横 

向剪力Qr对硬中心形成力矩三者间满足平衡条件： 

M+ I(Q) cos0d0--r2I(M ) sin0d0(11) 

参照极坐标系下，受反对称载荷q(r， )一q0rcosO(qo 

为横向载荷)，作用的圆薄板的挠曲面函数叫(r， ) 

所应满足的基本微分方程[6书]： 

(嘉+÷ + 蓦)( +÷ Or一- rz )一 

qorcosO 
D (12) 

式(12)的解可表示为： 

r， 一(C1厂 + r+G，3+Grlnr+苦 )cO 
(13) 

实际上，E膜片上无横向载荷，即： 

q0(r， )一 0 (14) 

得到膜片挠曲面方程为： 

w(r， )一 (C1厂 + r+G，3+C4rlnr)eosO (15) 

式中C ，C2，C3，C4为待定常数，由边界条件式(9)、 

(10)、(11)确定。结合扭矩M ，横向剪力 Qr表达 

式 ： 

一 一 D(1一 3( 1 3w)，Q 一一D 叫 
(16) 

联立方程(15)、(9)、(10)、(11)；并令 

c一 而M ，得c ，C2，Cs，C4： 

fC 一 4c 

j C2一一(2 n 一 + +2 lnr2)c(17) 
l 一一 C 
f 

I C4—2( + )C 

即确定挠曲面方程(15)表达式。 

2．3 膜片应力应变表示 

结合(3)、(4)、(15)得到E膜片下表面应力值： 

f 一 2Qr-3(／~_1)+2Gr(I-I-3F)-I- 

j C4r-1( +1)] (18) 
一  2Gr-3(1 +2Gr +3)+ 

【 C4厂 ( +1)] 

式(18)中，系数C ，C3，C4值由(17)确定；显然对于 

同一 r值应力 ，，ao与 、口 成线性关系。 

3 E膜片应力应变解析分析算例描述 

算例：取E膜片厚度h=0．2 mm 一3 mm、Y2 

—8 mm，即满足式(1)条件；材料为铜(Cu)，其弹性 

模量 E=I．17X 10uN／mz，泊松比 一0．3，密度lD一 

8．9×10。kg／ms；质量块高度 h 一8 mm、半径 r=3 

mm，取 、z轴向线加速度载荷分别为 10 m／s 。依 

据图2所示的应变片分布方式，应变片的应变敏感 

方向取圆膜片径向且忽略其横向应变效应，仅考虑 

径向应变 e ： 

一  ( 一 ) (19) 
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将式(6)代人式(19)，得 轴向线加速度载荷下，E 

膜片下表面e 与r关系分布图，如图5所示。在图 

5中，靠近E圆膜片边缘的e 数值大，内边缘 e，正 

最大值、外边缘为负最大值。将式(18)代入式(19)， 

在 轴向线加速度载荷下，考虑图 2的布片形式，对 

z、Y、 单元位置，分别取 0--0。，180。、0-90。，一90、 

=45。，一135。的径向应变来考察，显然 y单元位置 

径向应变e，为零，z、 单元位置e 与r关系分布见 

图 6所示。在图 6中，同 值的e，正(负)极值均在 

图5 2轴向线加速度载荷膜片下表面径向应变分布 

图6 轴向线加速度载荷下膜片径向应变分布 

膜片的内或外边缘； 相差 180。时，e 分布为反对称 

方式，是式(18)中 余弦函数属性的体现。由图5 

和图 6结果表明，依据图 2布片方式，所粘贴的应变 

片应靠近膜片边缘，以感应较大的应变变化；同时结 

合文献E2]对各方向单元应变片组桥方式选择，可以 

用来测量三维线加速度。 

4 小 结 

通过对 E膜片的受力分析，由轴向线加速度载 

荷 a 、a 作用时边界条件、膜片的变形状态，及参考 

圆薄板轴对称／反轴对称变形的弹性曲面微分方程、 

及通解，获得了膜片应力应变解析解。所获得的解 

析解，在为后续传感器结构动态建模、动态特性分 

析、动态解耦等提供参考同时，也对同类型结构弹性 

体的应力应变分析提供一定的借鉴作用。 
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