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摘 要 利用小披方{岳去噪．是小波分析应用于工程实际的一十重要方面。该文介绍了几种常用的小波去嗓方{岳，分别是小 

披丹饵与重构法、非线性小波变换阔值法、平移不变量法和小波变换摸极大值法．将上述几种方法分别用于叠加了高斯白噪 

声的仿真信号的去噪扯理．并通过对几种方法优嚷点的比较．为小渡去噪的方法选择提供了一十参考依据。 
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Several methods of wavelet denoising 

WEN Li ， LIU Zheng—shi ， GE Yun—jlan。 
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Abstract：Using wavelet denoising is an important application of wavelet analysis in engineering．Sev— 

eral popular wavelet denoising methods are introduced herein including the wavelet decomposition and 

reconstruction method，the nonlinear wavelet threshold denoising method，the translation invarlant de 

noising method and the wavelet transform modulus maxima method．These methods are used to re— 

move the Gaussian white noise from the simulated signal respectively．Their advantages and disadvan— 

tages are compared，which may be helpful in selecting the methods of wavelet denoising． 

Key words：wavelet transform ；denoising；threshold；translation invariant；modulus maxima 

小波分析是近十几年来发展起来的一种新的数学理论和方法，目前已被成功地应用于许多领域。作 

为一种新的时频分析方法，小波分析由于具有多分辨分析的特点，能够聚焦到信号的任意细节进行多分 

辨率的时频域分析，因而被誉为“数学显徽镜”。 

在信号处理领域，用小渡方法去噪已得到了越来越广泛的应用。小波去噪的方法有多种 ：1988年， 

文献[1]提出了多分辨分析的概念，使小波具有带通滤波的特性，因此可以利用小波分解与重构的方法 

滤波降噪 ]；199Z年文献[3]又提出了奇异性检测的理论，从而可利用小波变换模极大值的方法去 

噪 ]。此后，文献[7～11]提出了非线性小波变换闽值法去噪，用该方法去噪得到了非常广泛的应 
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用 ” }1995年，文献[14]在阈值法的基础上提出了平移不变量小波去噪法”，它是对阈值法的一种改 

进。此外，文献[15]提出了原子分解的基追踪去噪法I文献[16]提出了多小波(mu[d--wave[et)的概念， 

近两年来应用多小波去噪u 也日益成熟。 

本文主要介绍小波分解与重构法、非线性小波变换阈值法、平移不变量小波法以及小渡变换模极大 

值法这 4种常用的小波去噪方法。将它们分别用于仿真算例的去噪处理，并对这几种方法的应用场合、 

去噪性能、计算速度和影响因素等方面进行比较，悬后对小波去噪方法选择加以总结。 

1 几种小波去噪方法的基本原理 

1．1 小波分解与重构法去噪 

1988年，文献Eli提出了多分辨分析的概念，并给出了小波分解与重构的快速算法，即Mallet算法。 

据这一算法，若 ，̂ 为信号，( )的离散采样数据，̂ = ． ，则信号，( )的正交小波变换分解公式为 

· = ∑ ． ̂一· 
( = 0。1，2，⋯ ，N 一 1) (1) 

【dj．̂=∑d̈ 一g-．n 

其中， 为尺度系数} ． 为小波系数 ̂、g为一对正交镜像滤波器组(QMF)； 为分解层数}Ⅳ为离散 

采样点数。 

小波重构过程是分解过程的逆运算，相应的重构公式为 

c = ∑c h一 +∑ g一 (2) 

小波的多分辨分析特性能将信号在不同尺度下进行多分辨率的分解，并将交织在一起的各种不同 

频率组成的混合信号分解成不同频段的子信号，因而对信号具有按频带处理的能力 应用小波分解与重 

构的方法去噪具体步骤是：根据需要，将古有噪声信号在某一尺度下分解到不同的频带内，然后再将噪 

声所处的频带置零(或直接提取有用信号所在的频带)，进行小渡重构，从而达到去噪的目的。 

1．2 非线性小波变换阐值法去噪 

非线性小渡变换阈值法也称为“小波收缩”(wavelet shrinkage)，其去噪方法如下： 

假设一个叠加了高斯白噪声的有限长信号可以表示为 

=  O'Z
． ( 一 0，1，⋯ ，n一 1) (3) 

l 

其中'zJ是一个标准的高斯自噪声，即≈～Ⅳ(O，1)， 是噪声级。若要从被噪声污染的信号 中恢 

复出原始信号日，则Donoho的去噪方法分为以下3个步骤： 

(1)计算含噪声信号的正交小波变换。选择合适的小波和小波分解层数 ，将含噪信号运用(1)式进 

行小波分解至 层，得到相应的小波分解系数 

(2)对分解得到的小波系数进行闲值处理，其阈值的处理方法有2种： 
f’， I’，I、  

硬阈值法 ；= (y， )一{= ．。二．。 ‘ (4) 

软阈值法 ；=w = ： ㈣ 
(3)进行小波逆变换。将经阈值处理过的小波系数用(2)式重构，得到恢复的原始信号估计值；。 

小渡变换具有一种“集中”的能力，它能将信号的能量集中到少数小波系数上I而自噪声在任何正交 

基上的变换仍然是自噪声，并且有着相同的幅度。相对来说，信号的小波系数值必然大于那些能量分散 

1) L Ⅱg M，GuoH，Od~sard JE， ．No~linear groee~sing of B~hift]n~'ariantDWTfor noi,e reductLan[A]，P∞ceed．mE EPIE 

C~nference 2491，Wsve Let Appl[cationEC~Orlando，1995． 
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且幅值较小的噪声的小波系数值。选择一个合适的闽值，对小波系数进行闽值处理，就可以达到去除噪 

声而保留有用信号的目的。该方法能得到原始信号的近似最优估计，并且具有非常广泛的适应性[】 。 

1．3 平移不变量小波去噪 

平移不变量小波去噪法是在阙值法基础上的改进。虽然用阙值法能取得很好的去噪效果，但在有些 

情况下，如在信号的不连续邻域，阙值法去噪会表现出视觉上的非自然信号，如伪吉布斯现象，即不连续 

点附近的信号会在一个特定的目标水平上下跳变。利用平移不变量法去噪，则可有效地抑制这种现象。 

其方法是：对含噪声信号进行n次循环平移，对平移后的信号进行的闽值法去噪处理，然后再对去噪的 

结果进行平均，这就是所谓的“平移一去噪一平均 的平移不变量小渡去噪法。 

对于一个信号五(o≤t≤n)，H = {̂ ：0≤ <̂ }，用s 表示对信号五进行^的时域平移，̂是 

正整数，丁表示对信号用Donoho的闽值法进行去噪处理，Ave表示“平均 ，S一 =( )～，则n次循环平 

移的平移不变量小波去噪方法可以表示为 

丁(z，(Ŝ )̂∈胃 )= Ave ∈ S一̂(丁(S (z))) (6) 

该方法在去除伪吉布斯现象，表现出更好的视觉效果的同时，还能够得到比阈值法去噪更小的均方 

根误差(RMSE)，并且提高了信噪比(SRN) 

1．4 小波变换模极大值法去噪 

信号的奇异点就是指信号中的突变点，Lip指数是表征信号局部奇异点特征的一种量度，它的定义 

如下：设有正整数 ，n≤ d≤ n+1，如果存在正整数 A> 0及 n次多项式 (z)，使得 

l )一P 一zo)l≤ Alz一 l 

对于 ∈ (z。一 ， + )成立，则称 ，(z)在 点是 Lips的。 

函数在某一点的Lip指数表征了该点的奇异性大小。n越大，该点的光滑度越高，n越小，该点的奇 

异性越大。函数在某一点可导，它的n≥ 1}函数在某点不连续但其值有限，则0≤ ≤ 1。对一般信号而 

言，它的n≥o；脉冲信号的口=一1；白噪声的口<O(a=一寺一E，E>o)。 

在尺度 下，若 V ∈ z 有 

lWf(s，z)l≤ l ，(s，z。){ (7) 

则称zo为小波变换在尺度 下的局部模极大值点。信号，(z)的Lip指数与小波变换模极大值满足 

log2lWdf(t)l≤ log2 + (8) 

由(8)式可知，对于一般信号，由于n≥0，小渡变换的模极大值将随着 的增大而增大，而对于自噪 

声，由于 <0，其模极大值随着，的增大而减小。因此，观察不同尺度间小渡变换模极大值变化的规律， 

去除幅度随尺度的增加而减小的点(对应噪声的极值点)，保留幅度随尺度增加而增大的点(对应于有用 

信号的极值点)，然后再由保留的模极大值点用交替投影法进行重建，即可以达到去噪的目的 

2 仿真算例 

本文选择了Matlab软件中的仿真信号Blocks作为原始信号，信号长度(即采样点数)N=2 048， 

如图 la所示 由于该信号中含有若干不连续点和奇异点，因此用上述方法对图 lb中叠加了高斯自噪声 

的Blocks信号(信噪比为7)进行去噪处理，能够很清楚地比较出这几种方法的去噪性能。去噪结果分别 

如图 2、图 3、图4、图 5所示 

图2是用小波分解与重构法进行去噪的结果。采用的小波是近似对称的Symmlet 8小渡，小波分解 

层数是4，其中图2a是将图 lb中的含噪信号进行4层小波分解的结果。从中可以看出，信号的能量主 

要集中于低频的少数小渡系数上，而噪声的能量则分散于整个小渡变换域。图2b是提取图28中的前 

256个小波系数进行重构，也就是提取尺度 4上的低频系数和高频系数进行重构的结果。 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


170 合肥i业大学学报(自然科学版) 第 25卷 

圉 l 原始信号和富噪信号的时域波形 

图 一 小 墙丹解与重柱击击嗥 

圉 3 软阐值法击噪 圉 4 平移不变量小波法击噪 

图3和图4分别是采用Donoho的非线性小波变换阈值法以及平移不变量小波法去噪得到的结 

果。这2种方法均选用Haar小渡，小波分解层数是5。二者均采用软阈值，阈值大小t=x／21og(N)，其 

中Ⅳ为信号长度。图5是用小波变换模极大值法去噪的结果。所采用的是双正交样条小波，小波分解层 

数是 2。 

从以上各图可以看出，由于白噪声是分布于所有的小 

波系数上，用小渡分解与重构的方法去噪，虽能大致恢复原 

始信号的波形，但却无法去除与信号频带相互重叠的那部 

分白噪声，固而去噪的效果并不是太理想。而用软阈值法、 

平移不变量法以及模极大值法去噪，均可得到较为满意的 

图面质量，噪声基本被去除。图3用软阈值法去噪时，在信 

号的不连续点处，仍存在一定幅度的振荡，即所谓的伪吉布 

斯现象；而在图4用平移不变量法去噪，不仅去除了噪声， 

而且还有效地抑制了伪吉布斯现象，具有非常好的图面质 

圉 5 小波变换}羹极大值法去噪 

量。图5用模极大值法去噪，反映信号特征的奇异点信息得到很好的保留，去噪效果也很好。 

将原始信号z )作为标准信号，则经小波去噪后的估计信号互(n)的信噪比(sNR)公式定义为 

⋯  【 ] (9) 
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原始信号与估计信号之间的均方根误差(RMSE)定义如下 

r ——————————————一  

RMSE=√ ∑[ (n)一；( )]。 (10) 
信号的信噪比越高，原始信号与估计信号的均方根误差越小，则估计信号就越接近于原始信号，去 

噪效果越好。表 1中列出了用这 4种方法去噪，信号的信噪比(SNR)和均方根误差(RMsE)的比较。从 

信噪比和均方根误差的角度看，模极大值法的去噪性能最好，小波分解与重构法最差，阈值法和平移不 

变量法居中 

袁1 几种方法去，I后SNR和RMSE的比较 

3 几种小波去噪方法的比较 

3 1 小波分解与重构法去噪 

本质上相当于一个具有多个通道的带通滤波器，主要适用于有用信号和噪声的频带相互分离时的 

确定性噪声的情况。在这种情况下．该方法能基本去除噪声．去噪效果很好。但对于有用信号和噪声的 

频带相互重叠的情况(如信号混有白噪声)．效果就不甚理想。这种方法的优点是算法简单明了，计算速 

度快。若 Ⅳ为信号的长度，则它的计算速度是0(Ⅳ)。其缺点是适用范围不是很广泛。它对于特定情况 

下已知道噪声的频率范围且信号和噪声的频带相互分离时非常有效。对实际应用中广泛存在的白噪声． 

其去噪效果则较差。 

3．2 非线性小波变换闻值法去噪 

主要适用于信号中混有白噪声的情况。用阈值法去噪的优点是噪声几乎完全得到抑制 ．且反映原始 

信号的特征尖峰点得到很好的保留。文献[91证明了用软阈值的方法去噪能够使估计信号实现最大均方 

误差最小化，即去噪后的估计信号是原始信号的近似最优估计；且估计信号至少和原始信号同样光滑而 

不会产生附加振荡。该方法还具有广泛的适应性，因而是众多小波去噪方法中应用最为广泛的一种。阈 

值法的计算速度很快，为 0(Ⅳ)．其中Ⅳ为信号长度。其缺点是在有些情况下，如在信号的不连续点处． 

去噪后会出现伪吉布斯现象。且用该方法去噪时，阈值的选择对去噪效果有着很重要的影响。阈值的选 

择方法有多种 ．实际应用时应根据具体的情况来选择合适的阈值 

3 3 平移不变量小波法去噪 

主要适用于信号中混有白噪声且含有若干不连续点的情况，是在阈值法基础上的改进。其优点可以 

有效地去除闽值法去噪中，在信号的不连续点处所产生的伪吉布斯现象，表现出比阈值法更好的视觉效 

果。从 范数误差的观点看，经该方法去噪能够得到比阈值法更小的均方根误差，信噪比也得到一定地 

提高；缺点是计算速度没有闽值法快。当信号长度是Ⅳ时．计算速度是O(NlogN)0“。 

3．4 模极大值法去噪 

主要适用于信号中混有白噪声，且信号中含有较多奇异点的情况 该方法在去噪的同时，有效地保 

留信号的奇异点信息，去噪后的信号没有多余振荡，是原始信号的一个非常好的估计，具有较好的图面 

质量 用模极大值进行重构时采用的是交替投影法，为保证重构信号的精度，提高信噪比．通常要进行几 

十次的迭代 ，每选代一次的速度是O(hqogN)。因此，计算速度非常慢，通常要比前几种方法慢数十倍。 
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同时利用 该方法去噪，小波分解尺度的选择非常重要。小尺度下小波系数受噪声影响非常大，产生许多 

伪极值点；大的尺度会使信号丢失某些重要的局部奇异性 ” 。固此 ，去噪还需要选择合适的尺度。 

4 结 论 

通过仿真实验和对几种小波去噪方法的分析比较，总结出如下几点，可以为小波去噪方法的选择提 

供参考依据。 

(1)对于信号和噪声的频带相互分离的确定性噪声的去噪处理，选用方法简单、计算速度快的小渡 

分解与重构去噪法最为合适。 

(2)对于高斯白噪声的去噪处理，可以选用阈值法、平移不变量法以及模极大值法 究竟选择哪种 

方法应根据实际信号的特点以及这几种方法的优缺点再作决定。① 阈值法由于具有能得到原始信号的 

近似最优估计、计算速度快以及具有广泛的适应性等优点，是小渡去噪方法中应用最广泛的一种。一般 

情况下，均可选用该方法去噪。②平移不变量法适用于信号中含有若干不连续点的情况。通常去噪性能 

优于阈值法，但以牺牲计算速度为代价。③ 小波变换模极大值法当信号中含有较多奇异点时去噪性能 

相当好，但其最大缺点就是计算速度太慢，在应用中需权衡去噪效果和计算速度之间的关系。 

(3)小渡去噪方法和其它方法结合使用，可能会达到更好的效果。 
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