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投影残差分类器

于传帅1，冯 勇1，徐可佳1，谭治英1，李玲娜1，2
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摘 要: 针对声音、图像等高维数据的分类问题，提出了一种快速算法。首先通过非线性特征映射，将各个类别的

训练样本集转换到特征空间中，构造相应的特征子空间，然后提取它们的主要特征。特征映射能够降低特征子空

间的维数，并增强它们之间的两两正交性，提高了分类的准确性。在进行分类时，该方法将测试样本向各个特征子

空间投影，并计算投影残差，测试样本即为投影残差最小的特征子空间的样本。与传统的分类方法不同，快速算法

能一次区分多个类别，并具有与支持向量机相同的准确率。又使用了流形学习理论对快速算法进行改进，在保持

准确率的前提下，极大地降低了特征子空间的维数，验证了流形学习理论的应用价值。
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Abstract: A fast algorithm for the classification of high dimensional vectors was proposed． A special nonlinear feature function was used
to reshape training sample sets of multi classes to low dimensional and orthogonal feature sub-spaces． Then the principle components of
each feature sub-space were calculated． By projecting a new coming vector on each feature sub-space the projection residuals was cal-
culated． The new vector was regarded as a sample of the feature sub-space with the smallest residual． This algorithm can distinguish
high dimensional vectors of multi classes by one comparison and has good accuracy． Furthermore，manifold learning theory was added
to the feature function to keep the accuracy and greatly reduce the dimensionality of feature sub-spaces．
Key words: kernel method; feature sub-space; projection residual; manifold learning

人类在日常生活中会遇到各种各样的声音、图
像等高维数据，并对这些数据进行识别、区分。使用

计算机模拟这一过程，对数据进行分类也是模式识

别领域的一个重要问题，分类算法被简称为分类器。
目前广泛使用的 分 类 器 有 Bayes［1］、KNN［2］、Ada-
boost［3］、SVM［4 － 6］、LDA［7］。其中 Bayes 分类器利用

后验概率进行分类，KNN 分类器利用样本点邻近的

k 个训练样本进行分类，Adaboost 分类器能够把几

种弱分类器组合成一个强分类器。SVM 分类器、
LDA分类器是现阶段比较流行的分类器，SVM分类
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器致力于在两个类别之间建立分类间隔，处在间隔

边界上的训练样本被称为支持向量，而 LDA 分类器

则寻找两个类别差异最大的方向，将样本在这个方

向上投影之后再进行分类。它们的出发理念都是寻

找线性分隔，一次只能区分两个类别，在引入核方法

后成为非线性分类器。
核方法能够将很多线性统计分析工具衍生为非

线性统计工具，它先使用非线性特征映射 φ: RN→ F
将原空间映射到特征空间，然后再在特征空间中做

各种线性统计分析，返回到原空间就是非线性统计

分析。如果这些分析只需要特征空间中的内积运算

〈φ( x1 ) ，φ( x2 ) 〉，Mercy 定理［8］就能保证这个运算

可以用一个半正定的核函数 k( x1，x2 ) = 〈φ( x1 ) ，

φ( x2 ) 〉来代替，这样通过核函数就能进行非线性统

计分析。



在实际应用中，如果能够有效的提取每个类别

的主要特征，就能利用这些特征建立一种高效的分

类器。以图像为例，一个物体的所有图像是一个无

穷的集合，这些图像受到光照、物体的平移、拍摄的

角度、拍摄点离物体的距离等因素影响，虽然每个图

像的维度非常高，但是整个集合却只有光照、平移、
角度、距离等这几个维度。流形学习是识别高维数

据集的内在维度的方法，比较经典的流形学习方法

有 MDS［9］、LLE［10］、Isomap［11］、SDE［12 － 13］、LE［14］等，

流形学习只能将数据集的内在维度可视化，但无法

计算每个维度的函数表达式。在 PCA 和核方法基

础上演变而来的 KPCA［15］可以实现这一过程，它在

特征空间中做 PCA 来提取特征空间的主成分特征。
流形学习与 KPCA 实际是一个问题的两个方

面［16 － 17］，它们都通过非线性变换来提取每个类别的

主要特征。流形学习虽然效果好，但没有具体的函

数表达式，KPCA 有具体的函数表达式，但效果不是

很理想，如果将流形学习和核方法结合起来，就能提

高实 验 效 果。目 前 还 有 很 多 优 化 核 函 数 的 文

献［18 － 20］，可以提高核方法的效果。
作者在这些理论基础上建立了投影残差分类方

器，该算法能够一次区分多个类别，速度快，识别率

高，提出了将多个类别问题转化为低维的、两两正交

的特征子空间的观点，并使用投影残差来进行分类。
然后将流形学习方法添加到分类器，使得特征子空

间维度的急剧减少，验证了流形学习理论的应用价

值。最后还提出优化核函数与多类问题的流形学习

理论框架。

1 投影残差分类器

在 KPCA 理论的基础上，首先建立一种基于投

影残 差 的 快 速 算 法。以 图 像 为 例，首 先 使 用 与

Guassian 核函数相对应的非线性特征映射来改变每

个物体的图像集合，使得这些集合成为低维的、两两

正交的特征子空间。这样一方面各个特征子空间更

容易区分了，另一方面由于维度的降低运算速度也

提高了。然后使用 PCA 来提取这些特征子空间的

主成分，对于一个新的测试图像，简单的将它向各个

特征子空间的主成分上进行投影，并计算投影后的

残差。如果这个图像是某个特定物体的图像，那么

它应该嵌入在这个特定物体的特征子空间上。忽略

了微小的噪声后，它在这个特定的特征子空间上的

投影残差应该为 0。基于这样的理论，测试图像在

那个特征子空间的投影残差最小，它就是那个物体

的图像。
然后流形学习理论添加到快速，用测地距离来

代替 Guassian 核函数中的欧氏距离。测地距离是通

过 3 部分距离来估算的，第 1 和第 3 部分是 2 个测

试样本点到最近的 2 个流形学习样本点的欧氏距

离，第 2 部分是 2 个流形学习样本点的测地距离。
流形方法能够有效地提取每个类别的特征，极大地

降低了特征子空间的维度。
1． 1 基于 KPCA 的快速算法

一个物体的所有图像应该是一个无穷的集合

Ik ，它包括了光照、角度、平移、距离等变化，其中，k
为物体的标签，k = 1，2，3，…，K ，K 为物体的总数

目。根据前面叙述，有必要改变这些图像集合，使它

们成为低维的、两两正交的特征子空间 FIk 。使用

与 Gussian 核函数相对应的非线性特征映射 φ: RN

→F 将高维图像集合映射到特征空间中来实现这一

过程，如图 1 所示。

图 1 非线性特征映射将高维图像集合转化为低维、两
两正交的特征子空间

Fig． 1 Nonlinear feature function transforms high di-
mensional image sets to low dimensional and or-
thogonal feature sub-spaces

Gaussian 函数的表达式如下:

〈φ( x1 ) ，φ( x2 ) 〉= k( x1，x2 ) = exp( －
‖x1 － x2‖

2

2σ2 )

( 1)

实际上 φ 的数学表达式是未知的，但是可以利

用核函数直接计算 φ( xi ) 之间的内积，这样就足可

以进行 PCA 统计分析。通过非线性的特征映射，在

特征空间中提取的线性特征，返回到原空间就是非

线性特征。非线性特征映射随着 Gaussian 的参数 σ
的变化而变化，所以可以调节该参数来得到对最优

的非线性特征映射。
可以看到，如果 x1 、x2 是同一物体的图像，它们

的欧氏距离应该比较近，那么 φ( x1 ) 、φ( x2 ) 的内积

就会接近 1，由于‖φ( xi ) ‖ = 1，所以它们很接近，

可以认为处于一个维度上。相反的，如果 x1、x2 是不
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同物体的图像，它们的距离相对较远，内积就会接近

0，这就意味着不同物体的特征子空间趋向于正交。
整个特征空间由 K 个特征子空间构成，如果各个特

征子空间相互正交，当将测试图像向各个特征子空

间投影时，不同特征子空间的投影残差的变化就会

更剧烈，有利于进行分类。
另一方面，该非线性特征映射也对各个物体的

图像集合进行了降维，特征子空间的维度不会超过

训练样本的个数。xi 的像 φ( xi ) 实际上是一个广义

函数，而特征空间 F 实际上是一个由 φ( xi ) 张成的

RKHS 空间。一旦使用了核方法，原空间唯一保留

下来的信息就是 φ( xi ) 之间的内积，中心化的内积

矩阵与距离矩阵是一一对应的，它决定了所有的空

间结构。而 φ( x1 ) 、φ( x2 ) 之间的夹角为:

〈φ( x1 ) ，φ( x2 ) 〉
‖φ( x1 ) ‖·‖φ( x2 ) ‖

= k( x1，x2 ) =

exp( －
‖x1 － x2‖

2

2σ2 ) ( 2)

所以 Gaussian 核函数实际上将原空间中 x1 附

近的区域变成特征空间中的一个维度。实际上，可以

认为 F 由训练样本的像 φ( xi ) 张成，所以 F 的维度

也不会超过训练样本的个数。这样就通过与 Gus-
sian 核函数相对应的特征映射建立了低维的、两两

正交的特征子空间。
然后用 PCA 提取每个特征子空间的主成分。

假设 ISk = { xk，1，xk，2，…，xk，l} ，xk，l∈ RN 为训练样本

集，它是 Ik 的一个子集，l表示训练样本的个数。使用

非线性特征映射 φ 将 ISk 映射到特征空间中 FISk =
{ φ( xk，1 ) ，φ( xk，2 ) ，…，φ( xk，l ) } ，它是 FIk 的一个子

集。假设样本已经中心化，然后就在该特征图像子

空间上做 PCA。如果训练样本覆盖了每个物体的

图像的所有变化方向，PCA 就能够提取特征子空间

FIk 的所有非线性特征。
每个特征子空间的协方差矩阵可以表示为:

Ck = 1
l∑

l

i = 1
φ( xk，i ) φ ( xk，i )

T ( 3)

需要寻找特征值 λk，j 特征向量 Vk，j使得

λk，jVk，j = CkVk，j ( 4)

特征子空间由 φ( xk，1 ) ，φ( xk，2 ) ，…，φ( xk，l ) 张成，所

以 Vk，j 应该由它们的线性组合构成，将式( 4 ) 变形

为:

λ( φ( xk，i ) ·Vk，j ) = ( φ( xk，i ) ·CkVk，j ) ( 5)

其中，k = 1，2，…，l 。
记 mk，i，j = 〈φ( xk，i ) ，φ( xk，j ) 〉，并 将 Vk，j =

∑
i
αk，i，jφ( xk，i ) 代入得:

lλAk，j = MkAk，j ( 6)

其中，Mk 为由 mk，i，j 构成的矩阵，Ak，j 为由 αk，i，j 构成

的向量。这样就可以求出 Ak，j，也就求出了 Vk，j，提取

了每个特征子空间的主成分后就可以计算测试图像

到每个特征子空间的投影残差了。
对于测试图像 x，先使用非线性特征映射φ将其

映射为 φ( x) ，然后向每个特征子空间 FIk 的主成分

进行投射:

βk，j =〈φ( x) ，Vk，j〉= ∑
i
αk，i，j〈φ( x) ，φ( xk，i ) 〉

( 7)

所以 φ( x) 在每个特征子空间的投影为:

Pkφ( x) = ∑
j
βk，jVk，j = ∑

ij
αk，i，jβk，jφ( xk，i ) =

∑
i
γk，iφ( xk，i ) ( 8)

其中，γk，i = ∑
j
αk，i，jβk，j，然后就可以计算 φ( x) 在

每个特征子空间的投影残差，如图 2 所示。

图 2 投影残差的比较

Fig． 2 Comparison of projection residuals
PRk = ‖φ( x) － Pkφ( x) ‖2 =

1 －2∑
i
γk，i〈φ( xk，i) ，φ( x)〉+∑

ij
γk，iγk，j〈φ( xk，i) ，φ( xk，j)〉=

1 －∑
i
γk，i〈φ( xk，i ) ，φ( x) 〉 ( 9)

根据前面的分析，如果 x 是某个特定物体的图

像，那么 φ( x) 应该位于这个特定物体的特征子空

间内。忽略了微小的噪声后，它在这个特定的特征子

空间上的投影残差应该为 0。所以认为 φ( x) 在哪个

特征子空间的投影残差最小，它就是哪个物体的图

像，这就建立了投影残差分类器。

该算法的运算复杂度是 O(∑
k
nk ) ，其中，nk 为

ISk 的训练样本个数。与 SVM 方法相比，这种算法

有一个优点: 它能一次区分多个类别。而 SVM 方法

一次只能区分 2 个类别，对于一个 K 类问题，就需要
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多次分类，而且多次分类的方法和次序都是待定的，

这比较麻烦而且增加了不确定性。SVM 方法致力

于在 2 类之间建立边界，而投影残差法则将各个类

别放到一起，并把它们转化为低维的、两两正交的特

征子空间，提取每个类别的特征，然后使用投影残差

寻找最近的特征子空间，这一过程模仿了人类的思

维模式。
该算法有一个特点: 当一个新的图像添加到训

练样本集时，如果它没有被 KPCA 视为噪声，这个图

像就能被正确识别。由于这个图像的映像与它的邻

近图像的映像之间的内积接近于 1，它们在特征空

间中实际上是在一个维度上。所以当这个新的图像

被添加到训练样本时，特征子空间中就会添加体现

这个图像邻域的主成分，这个图像以及跟它相类似

的图像就会被正确的识别。如果训练样本能覆盖所

有的 图 像 变 动 方 向，那 么 识 别 率 就 能 够 提 高 到

100%。
对于用来分类的投影残差的大小并没有固定的

标准，像图 2 中样本点 1，它到特征子空间 FI1 与 FI3
的投影残差都很小，但样本点 2 到各个特征子空间

的投影残差却比都较大。如果添加放缩因子，对于

某一特定的分类问题也许能找到固定的标准，但这

里只比较他们的相对大小。
1． 2 基于 SDE 的改进算法

正如前面所述，虽然图像的维度非常高，但是图

像集合的维度却比较低，最多只有光照、角度、平移、
距离等几个维度，整个图像集合实际处在高维空间

的一个低维流形上。虽然使用特征映射后虽然大大

降低了维度，但效果并非很理想，而且识别率受训练

样本覆盖率的影响较大。流形学习理论既然能识别

集合的内在维度，如果将它添加到模型中，是否会提

高识别率? 为了验证流形学习理论的实用性，将

SDE 方法引入到模型中，SDE 是目前比较经典的流

形学习理论之一。假定每个流形学习样本只与周围

的几个邻点相连接，SDE 在尽量保持邻点之间的距

离与角度的同时，使所有流形学习样本两两之间的

距离之和最大化。它保持了局部结构，而尽量展开

整个流形。
在把图像集合转化为特征子空间之前，在每个

集合中挑选它们各自的流行学习样本，使用 SDE 方

法分别拉伸每个集合所处的流形，这样就发现了流

形学习样本在流形上的坐标。在每个集合内部，两

个样本之间的距离不在是欧氏距离而是测地距离，

所以用流形上的测地距离来代替 Gaussian 核函数中

的欧氏距离。在这里只是简单的估计测地距离，而

没有使用具体的函数表达式。
在图 3 用 swiss-roll 为例来做说明测地距离的

估计，图中黑色的点为流形学习样本，灰色的点为测

试样本。左边的图是 swiss-roll 展开前的图形，右边

是其流形展开后的图形。通过 3 部分来估计测地距

离，第 1 和第 3 部分是测试样本点到最近的流形学

习样本点的欧氏距离，第 2 部分是 2 个流形学习样

本点的测地距离。如果流形学习样本点很致密，这

个估计距离与真实的测地距离应该很接近。

图 3 测地距离的估计

Fig． 3 Estimation of geodesic distance
所以新的核函数的表达式是:

〈φ( x1 ) ，φ( x2 ) 〉= k( x1，x2 ) =

exp( －
‖x1 － y1‖

2 + μ‖m1 + m2‖
2 +‖x2 － y2‖

2

2σ2 )

( 10)

其中，x1 ( x2 ) 为测试样本，y1 ( y2 ) 为离它们最近的

流形学习样本。m1 ( m2 ) 为 y1 ( y2 ) 在流形上的坐标，

m1、m2 之间的欧氏距离代表了 y1、y2 之间的测地距

离。SDE 在尽量拉伸整个流行的同时，会使相连接

点之间的欧式距离发生轻微的变化，所以引入参数

μ 来调节测地距离的权重:

μ = μ0
D1

D2
( 11)

μ0 为常数，D1 为训练样本之间的两两欧式距离和，

D2 为训练样本之间的两两测地距离和。
使用 SDE 方法极大地降低了特征子空间的维

度，新坐标体现了光照、角度、平移、距离等变化，反

映样本之间真实的测地距离。
引入了流形学习后，特征子空间的维度急剧减

少。目前只优化了特征子空间内部的点积，却没对

各个特征子空间做工作。如果能增强各个图像特征

空间之间的正交性，新来的测试图像在各个特征子

空间的投影残差会将更加剧烈变动，这将非常有利

于进行分类。
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2 实 验

为了验证算法，首先将算法在 2 个国际上通用

的数据库上进行了测试。一个是 coil-20 数据库，一

个是广泛流行的手写体 USPS 数据库。该算法可以

应用于任何高维数据的分类，为了简单起见，只测试

它在图像处理上的应用。
Coil-20 包含 20 个物体的图像，每个物体放在

一个转台上。相机每隔 5°就拍一次照，所以每个物

体都有 72 张图像。USPS 数据库包含了 9 298 个手

写体数字的图像，其中前 7 291 个图像是训练样本，

后 2 007 个图像是测试样本。
2． 1 快速算法的实验

对于 Coil-20 数据库，在每个物体的图像中均匀

了取了 1 /8、1 /4、1 /3 来做为训练样本，将所有图像

作为测试样本运行快速算法，参数 σ = 4． 5 × 107 /
2562，PCA 显著率为 98%，实验数据如表 1 所示。

表 1 快速算法的 Coil-20 实验结果

Tab． 1 Experiment results of fast algorithm for Coil-20

训练样

本个数

特征子空间

平均维度
错误个数 识别率 /% 运行时间 / s

9 7 39 97． 29 0． 052 5

18 16 10 99． 31 0． 099 3

24 22 0 100 0． 131 6

对于 USPS 数据库，只在 7 291 个训练样本中对

每个数字选取了具有代表性的 100、200、200、300、
400 个图像作为训练样本，参数 σ = 4． 5 × 107 /2562，

PCA 显著率为 98%，对 2 007 个测试样本的实验数

据如表 2 所示。
表 2 快速算法的 USPS 实验结果

Tab． 2 Experiment results of fast algorithm for USPS

训练样

本个数

特征子空间

平均维度
错误个数 识别率 /% 运行时间 / s

100 75． 5 128 93． 87 0． 025 2

200 124． 3 94 95． 32 0． 042 8

300 159． 4 85 95． 77 0． 051 8

400 186． 6 83 95． 87 0． 109 6

针对同样的数据库，文献［4 － 6］以 7 300 个训

练样本，对2 000个测试样本使用 SVM 的最好识别

率为 95． 8%。文献［7］以 3 000 个 训 练 样 本，对

2 000 个 测 试 样 本 使 用 LDA 的 最 好 识 别 率 为

96． 3%。SVM 与 LDA 都是针对 2 类别问题的分类

器，这些文献虽然给出了对 USPS 数据库的实验结

果，但并没有详细阐述多类问题的实际分类流程，这

里只是引用它们的实验结果。

该算法的运算复杂度是 O(∑
k
nk ) ，表 1、2 验

证了运行时间与训练样本个数之间的线性关系，所

以在识别率和运行时间此消彼长。实验中的训练样

本都是手动选取的，如果能使用程序迭代选取，相信

实验效果会更好。
当使用 1 /3 的图像作为训练样本时，对 coil-20

的识别率达到了 100%。对于 USPS 数据库，很多数

字的图像已经完全被扭曲了，也有部分数字的图像

太相像了，即使是人也很难区分。这验证该算法的

特点: 当一个新的图像添加到训练样本时，这个图像

以及跟它相类似的图像就会被正确的识别。
计算 5 个 USPS 图像在各个特征子空间的投影

残差，虽然都是 0 的手写体图像，但投影残差的变化

却比较剧烈，它们在 FI0 的投影残差分别为0． 000 1、
0． 000 3、0． 000 9、0． 001 1、0． 002 5，所以用固定的投

影残差大小来进行识别比较困难，因此算法比较的

是它们的相对大小。利用相对大小关系可以进一步

给出每个图像属于各个类别的概率:

Pi =
∑

k
PRk /10 － PRi

∑
k
PRk /10

( 12)

表 3 给出了实验结果。
表 3 测试样本属于各类的概率

Tab．3 Probability that test sample belongs to each category

0 识别

为 0

4 识别

为 4

6 识别

为 6

3 识别

为 5

4 识别

为 9

8 识别

为 0
P0 0． 99 0． 10 0． 59 0． 39 － 0． 72 0． 71

P1 － 4． 77 － 2． 70 － 2． 12 － 2． 62 － 1． 09 － 1． 49

P2 0． 83 0． 37 0． 79 0． 40 － 0． 18 0． 63

P3 0． 82 0． 23 0． 57 0． 86 0． 26 0． 70

P4 0． 56 0． 93 0． 47 － 0． 08 0． 77 0． 09

P5 0． 86 － 0． 07 0． 70 0． 87 0． 11 0． 62

P6 0． 68 0． 16 0． 96 0． 06 － 0． 94 0． 60

P7 － 0． 79 0． 14 － 1． 82 － 0． 55 0． 58 － 2． 12

P8 0． 72 0． 31 0． 59 0． 74 0． 43 0． 66

P9 0． 11 0． 53 － 0． 73 － 0． 06 0． 77 － 0． 39

当分类是正确的时候，只有一个类别的概率会

比较大，而当分类错误时，会有多个不太大但却比较

接近的概率。就像图 2 中的点 1，它离 FI1 和 FI3 都

比较近，在它们上的投影残差都比较小，相应的概率

就会比较大而且比较接近。在各个特征子空间交界

上的点比较难区分，但是自然界的样本并不一定充

满各个特征子空间，所以这样的情况并非是必然出

现的。当出现多个不太大的相近的概率时，错误分

类的可能性就很大，可以用该方法进行预警。
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特征子空间只是趋于正交，实际上所有的样本

在特征空间中的模都等 1，它们处在一个单位球上，

实验表明各个特征子空间的正交性很差。特征子空

间的平均维度虽然大大低于图像的维度，但是由于

非线性特征映射并没有专门针对于降维，特征子空

间的降维效果并非很理想。在后期添加了流形学习

理论后，降维效果非常好。
2． 2 改进算法的实验

在实施例一中添加了流形学习理论。在 Coil-
20 实验中，将每个物体的 72 个图像作为流形学习

样本，用 SDE 分别对每个物体的图像进行流形展

开。在 USPS 图像中，则使用每个数字的少于 1 200
个的图像作为流形学习样本。然后用改进的算法进

行测试，参数 σ = 6． 5 × 107 / 2562 ，μ0 = 1． 5 ，PCA
显著率为 98%，实验数据如表 4、5 所示。

表 4 改进算法的 Coil-20 实验结果

Tab．4 Experiment results of advanced algorithm for Coil-20
训练样

本个数

特征子空间

平均维度
错误个数 识别率 /%

9 6． 15 15 98． 33

18 10． 55 3 99． 38

24 12． 25 0 100

表 5 改进算法的 USPS 实验结果

Tab．5 Experiment results of advanced algorithm for USPS
训练样

本个数

特征子空间

平均维度
错误个数 识别率 /%

100 13． 6 98 95． 12

200 14． 8 91 95． 47

300 14． 6 91 95． 47

400 15． 3 88 95． 62

通过表 4、5 可以看到，对于数量较少的训练样

本，流形学习理论能显著的提高识别率，这是因为

SDE 的流行学习样本提供了大量信息。对于数量较

大的训练样本，识别率几乎没什么变化。这里只优

化了每个特征子空间内部的关系，却没有增强各个

特征子空间的正交性，相信在加强这方面工作后，实

验效果将会有明显的提高。添加了流形学习理论

后，特征子空间的维度大大降低了，每个特征子空间

只需要 15 个维度，就能够达到 95． 6% 的识别率。
现在有很多流行的流形学习理论，但他们都没有验

证这些理论的应用性。将流形学习理论添加到投影

残差分类器中，取得较好的实验效果，这验证了流形

学习理论在现实中的应用性。但是搜索离测试样本

最近的流形学习样本花费时间较多，如果能建立直

接的测地距离函数表达式，那么运行时间将会大大

降低，甚至将比快速算法更快。

3 后期工作

虽然理论上特征子空间趋于两两正交，但实验

数据表明它们的正交性比较差，在添加流行学习理

论时也只是优化每个特征子空间内部的关系，没有

直接优化特征子空间之间的正交性。有 2 条途径可

以改善这个问题，一是直接优化核函数，二是提出多

类流形学习方案，作者已经取得了更好的实验结果，

将在后期的论文中详细阐述着两种方法，这里只给

出理论框架。
改进的目标是使各个类别成为低维的、两两正

交的特征子空间。尽量拉伸曲面流形，使得特征空

间中每个类别的训练样本与这个类别的中心的距离

最大化，以此降低特征子空间的维度，即:

〈φ( xk，i ) － 1
nk
∑

j
φ( xk，j) ，φ( xk，i ) － 1

nk
∑

j
φ( xk，j)〉→#

( 13)

以特征空间中每个类别的训练样本与这个类别

的中心来确定方向，使不同特征子空间的维度方向

相互正交，以此来提高它们的正交性，即:

〈φ( xk，i ) － 1
nk
∑

j
φ( xk，j) ，φ( xh，g) － 1

nh
∑

j
φ( xh，j)〉→0

( 14)

中心化的内积矩阵决定了距离矩阵，也决定了

样本点的所有空间结构，所以保持局部内积能保持

局部结构，如果 xe、xh ( e 可以等于 h) 都是 xi 的邻近

点，则

〈φ( xe) － φ( xi ) ，φ( xh) － φ( xi )〉≈〈xe － xi，xh － xi〉

( 15)

以降低维度、提高正交性为目标，保持局部内积

为约束条件，来优化核函数。采用的核函数表达式

为 k( x，y) = q( x) q( y) k0 ( x，y) ，其中，k0 ( x，y) 为基

础核函数，例如 Gaussian 核函数，

q( x) = α0 +∑
i
αi k1 ( x，ai ) ，

k1 ( x，ai ) = exp( － γ‖x － ai‖
2 ) ，

γ 与 ai 为常数，αi 为待定系数。
以降低维度为目标，提高正交性、保持局部内积

为约束条件，来建立一种完全基于内积的多类别流

形学习方法。然后搜索测试样本的多个邻近的训练

样本，寻找这几个邻近的训练样本在特征空间中的

线性组合，以保持局部距离为目标计算测试样本流

形展开后的坐标，直接在流形学习建立的特征空间

中用 PCA 进行投影残差分类。
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4 结 论

提出了基于 KPCA 的快速算法和基于 SDE 的

改进算法 2 种方法。与传统的分类方法不同，这 2
种算法能够一次区分多个类别。它们分别使用非线

性特征映射以及添加了流形学习理论的非线性特征

映射将各个类别转化为低维的两两正交的特征子空

间，然后使用投影残差进行分类，取得很好的实验效

果。
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