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小波变换中基于正交多项式拟合的边界延拓 

孔 超， 方勇华， 兰天鸽， 熊 伟， 董大明， 李大成 

(中国科学院安徽光学精密机械研究所， 安徽 合肥 230031) 

摘 要 ： 为消除小波分解过程中的边界效应，给出了一种基于多项式拟合的边界延拓的新方式。该延拓方式 

首先对信号边界处的 Ⅳ 个点进行 M 阶正交多项式拟合，将信号在边界处的低频变化规律用正交多项式表示出 

来，再利用得到的边界处的低频变化规律对信号进行延拓，从而减少了边界处引入的突变量。研究表明，Ⅳ 取 

30~50、 M 取 2—4较为合适。进一步的实验表明，利用小波变换在该延拓方式下对信号进行基线校正时，边 

界效应得到了明显的改善。 
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Abstract： A new boundary prolongation method based on orthogonal polynomial fitting Was developed to 

remove the signal—end effect．In the prolongation method M —order orthogonal polynomial Was fitted with 

N points for both ends firstly,the low—frequency function of signal’S both ends Was expressed by orthogonM 

polynomial，and then the signal Was extended with function，SO the imported high—frequency parts were 

lowered．Results showed that choosing N from 30~50 and M  from 2—4 Was proper．Further experiment 

showed that the signal—end effect Was cut down clearly when the method mentioned above Was used in 

baseline correction with wavelet transformation． 
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1 引 言 

离散小波变换是通过 Mallat塔式算法来实现的 [ ，根据 Mallat算法，小波分解的过程就是将信号 

与低通滤波器相卷积再进行基2抽取得到近似部分，将信号与高通滤波器相卷积再进行基 2抽取得到细节 

部分，然后再对近似部分进行逐级分解。但在小波变换用于信号和图像处理时，采样信号是有限长的，而 

对有限长信号进行卷积运算必然涉及边界延拓的问题 [。，引。通常采用的边界延拓主要有补零延拓、周期延 

拓、对称延拓、0阶平滑延拓和 1阶平滑延拓等，但它们都会对每级小波分解的近似部分和小波重构的近 

似部分引入边界效应，本文将提出一种基于正交多项式拟合的边界延拓方式，来改善小波重构信号的边界 

效应。 
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2 常用的边界延拓模式 
一 维离散信号与小波滤波器相卷积时，若信号 (n)，n=0，1，2，⋯， 一1，小波滤波器的长度为if，则 

原信号应在左右边界处分别延拓 (if一1)个点，常用几种延拓方式及其表达式如下： 

1)零值延拓：信号左右边界延拓 if一1个零。原信号 x(n)延拓为 

0，0，⋯，0， (0)，xO)，⋯ ，x(i一1)，0⋯ ，0，0． 

2)对称延拓：信号左右边界延拓值分别与左右端点处的值对称。原信号x(n)延拓为 · 

x(Lf一2)，⋯ ， (0)， (0)， (1)，⋯ ，x(i一1)，x(i一1)，·一，x(i—if+1)． 

3)周期延拓：信号左右边界延拓值分别与信号右端点和左端点的值对应。原信号 x(n)延拓为 

x(i—if+1)⋯ ，x(i一1)， (O)， (1)，⋯ ，x(i一1)， (0)，⋯ ，x(Lf一2)． 

4)恒值延拓：信号左右边界延拓值恒为端点处的值。原信号 x(n)延拓为 

(0)，⋯ ， (0)， (0)， (1)，·一，x(i一1)，x(i一1)，⋯ ，x(i一1)， 

5)一阶延拓：信号左右边界延拓值分别在最端点处两个点所确定的直线上。原信号 x(n)延拓为 

(一if+1)，⋯ ，x(-1)， (0)， (1)，⋯ ，x(i一1)， ( )，⋯ ，x(i—if一2)． 

其中x(-1)=2x(O)-x(1)，x(i)=2x(L一1)-x(L一2)，x(-2)=2x(-1)-x(o)， (M+1)=2x(M)一 (M一1)。 

左边界延拓值的递推表达式为 x(a一1)=2x(a)一x(a+1)；右边界延拓值的递推表达式为 x(a+2)= 

2x(a+1)一x(a)。 

不同的延拓方式对小波分解的结果会产生不同的影响，图 2为一实测信号 f(n)(如图 1所示)在不同 

延拓方式下进行一次小波分解后得到的近似部分。由图2可以看出，上述五种延拓方式对应的小波系数， 

尤其是补零延拓、周期延拓和一阶延拓，在边界处产生了强烈的边界效应。这是由于零值延拓、对称延拓、 

周期延拓均未考虑原始信号的具体情况而直接进行了延拓，而恒值延拓和一阶延拓虽然仅仅考虑了原信号 

在边界处的值，但仅仅涉及到边界处一两个点的值。随着小波分解的继续进行，近似部分的边界效应会表 

现得来越明显。由于不论采用何种延拓方式，若不对小波系数作任何处理，即使小波分解过程中产生了边 

界效应，原始信号都可完全重构，而当对小波系数作处理，恰好改变了产生边界效应处的小波系数，就会 

导致小波重构信号的边界效应。图 3为在对称延拓模式下利用小波变换来对图1中的信号进行基线校正 

得到的结果，小波重构信号产生了边界效应。 

2O 4O 6O 8O 

Fig．1 The original signal，(他) Fig．2 The approximation part of the 

original signal’S first decomposition 

with several extend methods 

Fig．3 The baseline correction 

result of the signal in Fig．1 

symmetric extension 

O  O  O  
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3 基于正交多项式拟合的边界延拓 

为了克服小波重构信号的边界效应，本文提出了基于正交多项式拟合的延拓方式。该延拓方式的基本 

方法是：首先对边界处的Ⅳ个点进行M 阶正交多项式拟合，将信号在边界处的低频变化规律用正交多项 

式表示出来，再利用得到的边界处的低频变化规律对信号进行延拓。 

在实际应用中，拟合阶数 M不宜过高，拟合的点数 Ⅳ也不宜过多。当拟合阶数M 过高时，拟合的 

多项式中的高频分量增加，一般取 2 4较为合适；当拟合点数Ⅳ过多时，由于拟合能力的限制，拟合出 

的多项式反映的变化规律将不以边界的点为主，而主要受中间点变化规律的控制，一般取30~50为宜。本 

文取 M =2，N=30。 

在小波分解过程中，基于正交多项式拟合的左右边界延拓方式的算法如下： 

1)对左右边界处的 Ⅳ个点的二阶多项式拟合的过程 

(a)取左边界的 Ⅳ个点为： (Xl，yi)，( 2， 2)，⋯ ，(XN一1，YN一1)，(XN， )； 

取右边界的Ⅳ个点为： ( ， )，( ， )，⋯， 『Ⅳ一 ， 一 )， 『Ⅳ， 『Ⅳ) 

拟合后的二阶多项式的形式为： y(x)=CoTo( )+Cl ( )+C2 ( )。 

(b)左边界拟合的三个正交多项式分别为 

To( )=1， 

r N { N 、 N 

=  一

l ／ 矸 J 一 · 
可见，正交多项式仅仅取决于横坐标。由于对于边界延拓而言，多项式拟合的目的在于信号变化趋势 

的提取，而变化趋势沿横坐标满足平移不变性，因而可以通过平移使左右边界 Ⅳ个点的横坐标相同 (均与 

左边界的N个点的横坐标相同)，则右边界的N个点为 (Xl， )，( 2， )，⋯(XN ， 『n )，(XN， 『Ⅳ)；则左右边界 

使用相同的正交多项式。左边界拟合后的三个参数为 

N l N N | N N | N 

co=∑To(xt) ／∑瑶( t)，c =∑ ( t)玑／∑砰( t)，c2=∑ ( t)玑／∑霹(z{)， 
{=1 ／ {=1 {=1 ／ {=1 t=1 ／ i---1 

右边界拟合后的三个参数为 

N l N N | N N | N 

= ∑ ( t) ／∑瑶( t)，c ∑ ( ) ／∑砰( t)，c =∑ ( t) ／∑碍( )， 
l=1 ／ 扛=1 l=1 ／ {=1 l=1 ， {=1 

则左边界 Ⅳ个点的变化规律为 

y(x)=CoTo( )+ClTI( )+C2 ( )． 

右边界 Ⅳ个点的变化规律为 

yl x)=c ( )+c ( )+ ( ) (5) 

2)左右边界的延拓 

按照第 (1)步拟合出的规律，对左边界规律向左延拓，对右边 

界的规律向右延拓。 

左边界延拓向左的第 i个点的值为 

co ( )+Cl ( )+C2 ( ) 

右边界延拓向右的第i个点的值为 

Fig．4 Flowchart of prolongation 

Ⅳ∑ 一Ⅳ 一 Z = 
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4T0(x)+c ( )+4T~(x) 

3)原信号的长度小于等于 Ⅳ的延拓 

当原信号长度小于等于 Ⅳ时，则直接对整个信号进行一次拟合后再进行左右延拓即可。该延拓模式 

的流程图，如图4所示。 

4 基于正交多项式拟合的延拓方式在小波基线校正中的应用 

利用小波变换进行实现对信号的基线校正是通过将信号的近似 

部分置零来实现的 ，引。图5为利用本文所述延拓方式进行小波 

变换，对图 1中带基线信号进行基线校正后得到的重构信号。从图 

中可以看出，基于正交多项式拟合的延拓方式对边界效应进行了很 

好的抑制。 

5 结 论 

利用 Mallat算法进行小波分解主要是通过信号与高低通滤波 

器相卷积来实现的，而有限长信号进行卷积运算时必须进行边界延 

兰 _o ： 
． 

0 20 40 60 80 1O0 

Fig．5 The baseline correction 

result of the signal in Fig．1with 

拓，而常用的几种延拓方式未考虑边界处的变换情况或仅关心边界 the extension mode mentioned above 
一 两个点的变化情况，而导致小波重构信号产生了强烈的边界效应。为抑制重构信号的边界效应，本文提出 

了基于正交多项式拟合的延拓方式。该延拓方式首先拟合出边界处的低频变化规律，然后据此变换规律进 

行边界延拓，通过用于信号的基线校正可以看出，该延拓方式可以有效地克服小波重构信号的边界效应。 

该延拓方法的缺点是会增加小波分解的运算量，但由于采用了正交多项式，计算量大大较少，也可以应用 

于实时运算。由于涉及到有限长信号进行卷积运算时，必然要考虑边界延拓问题，该延拓方式在边界处可 

很好的克服边界效应必将得到推广。 
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