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摘　要：为去除外弹道测量数据中的噪声，分析小波变换用于外弹道测量数据处理的基本原理，结合某新型雷

达和弹种的参数进行弹道测量数据仿真，用小波变换的方法对仿真数据进行处理，并与 Ｋａｌｍａｎ滤波方法的

结果进行比较。仿真结果表明在弹道模型未知的情况下，小波滤波方法的精度更高，战场实用性更强。
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０　引言
弹道数据的降噪处理弹道数据是进行弹道分析

和计算的基础。当前，弹道数据的降噪方法主要有多

项式拟合方法、Ｋａｌｍａｎ滤波等方法。多项式拟合法

是一种不依赖于弹道数学模型的简单实用方法，其缺

点是精度低；Ｋａｌｍａｎ滤波方法根据有关弹道参数建

立滤波方程，而后进行滤波，其精度较高，但是要求已

知弹道的相关参数，其适用范围受到很大限制，尤其

是在进行弹道外推时有关弹道参数很难精确获取，此

时这种方法的精度将受到很大影响。

小波变换是一种信号的时间 尺度（时间 频率）

分析方法，具有多分辨率分析（ｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ　ａｎａ－
ｌｙｚｅ）的特点，在时频两域都具有表征信号局部特征的

能力，在低频部分具有较高的频率分辨率和较低的时

间分辨率，在高频部分具有较高的时间分辨率和

较低的频率分辨率，很适合于探测正常数据中的瞬态

反常现象，所以被誉为分析信号的“显微镜”，广泛应

用于模式识别、数据和信号处理、图象处理、自动控制

等领域［１］。

１　小波降噪的基本原理
１．１　小波变换原理

小波变换的基本思想是用一族函数去表示或逼

近一个信号或函数。这一族函数称为小波函数系，由

小波基函数通过平移或伸缩构成。若设小波基函数

为ψ（ｔ），平移和伸缩因子分别为ａ和ｂ，则小波序列定

义为：

ψａ，ｂ（ｔ）＝ ａ －１２ψ（
ｔ－ｂ
ａ
）　　ａ，ｂ∈Ｒ，ａ≠０ （１）

对于任何函数或信号ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），Ｌ２（Ｒ）为平

方可积的实数空间，其小波变换为该函数与小波函数
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的内积：

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝ ＜ｆ（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）＞＝

　　 ａ －１２∫Ｒ
ｆ（ｔ）珔ψ（

ｔ－ｂ
ａ
）ｄｔ （２）

式中，珔ψ（ｔ）是ψ（ｔ）的共轭。在实际应用中，为方便计算

机积分处理，将函数或信号ｆ（ｔ）进行离散化，即将连

续小波ψａ，ｂ（ｔ）及其变换Ｗｆ（ａ，ｂ）离散化，离散情况下

小波序列为：

ψｊ，ｋ（ｔ）＝２－ｊ
／２
ψ（２－ｊｔ－ｋ）　　ｊ，ｋ∈Ｚ （３）

其相应的小波变换为：

Ｄｆ（ｊ，ｋ）＝ ＜ｆ（ｔ），ψｊ，ｋ（ｔ）＞＝

　　　 ２－
ｊ
２∫Ｒ
ｆ（ｔ）珔ψ（２－ｊｔ－ｋ）ｄｔ （４）

１．２　 小波降噪模型

一个含噪声的一维信号模型可以表示为：

ｆ（ｉ）＝ｓ（ｉ）＋σｅ（ｉ），（ｉ＝０，１，２，…，ｎ－１）（５）

式中：ｓ（ｉ）为原始信号；ｆ（ｉ）为包含噪声的信号；ｅ（ｉ）

为噪声信号。小波降噪模型的基本依据是：１）信号和

噪声的小波系数在不同尺度上有着不同的特征表现；

２）对于空间不连续函数，大部分行为集中在小波空间

的一小部分子集内；３）噪声污染所有的小波系数，且

贡献相同；４）噪声向量是高斯形式，它的正交变换也

是高斯形式。

１．３ 小波降噪过程

小波去噪过程一般由３个步骤来完成：１）小波变

换；２）对小波系数进行非线性处理，以滤除噪声；３）

小波逆变换。步骤２）是信号处理的重点，该步骤按照

一定的准则对小波系数进行修改，以在不损失过多信

号的前提下达到降噪的目的。该非线性处理过程的算

法有很多种，如 Ｍａｌｌａｔ提出的模极大值处理算法、Ｘｕ
等提出的空域相关滤波算法、Ｄｏｎｏｂｏ提出的阈值滤

波算法等［１］。

鉴于小波阈值滤波算法实现最为简单，计算量

小，文中采用此方法对小波系数进行滤波处理。阈值

滤波算法分为硬阈值滤波法和软阈值滤波法，其本质

区别在于选取的阈值函数不同，体现了小波系数的不

同处理策略。阈值函数主要分为硬阈值函数和软阈值

函数，它们的基本思想都是取出小的系数，收缩或保

留大的系数。

硬阈值法的阈值函数如下：

θ^ｊ，ｉ ＝
０　　　 ωｊ，ｉ ≤ｔ

ωｊ，ｉ　　烅
烄

烆 其它
（６）

一般来说，阈值ｔ＝σ ２ｌｎ槡 Ｎ。这是Ｄｏｎｏｂｏ在高

斯噪声模型下，应用多维独立正态变量决策理论得出

的阈值，即当维数趋于无穷大时，噪声系数的幅值大

于阈值ｔ＝σ ２ｌｎ槡 Ｎ 的概率趋于零，其中σ为噪声标

准差，Ｎ为信号的长度。ωｊ，ｉ表示信号在尺度ｊ上的第ｉ
个小波系数。

软阈值法的阈值函数如下：

θ^ｊ，ｉ ＝
０　　 　　　　　　　 ωｊ，ｉ ≤ｔ

ｓｇｎ（ωｊ，ｉ）（ωｊ，ｉ －ｔ）　烅
烄

烆 其它
（７）

硬阈值去噪把信号的绝对值与指定的阈值进行

比较，小于或等于阈值的点变为零，大于阈值的点保

持不变；而软阈值去噪，即把信号的绝对值与指定的

阈值进行比较，小于或等于阈值的点变为零，大于阈

值的点变为该点值与阈值的差。一般来说，硬阈值法

往往使得滤波结果具有较大的方差，而软阈值法使滤

波结果有较大的偏差，硬阈值法可以很好的保留信号

或图像的边缘等局部特征，但滤波结果会出现伪

Ｇｉｂｂｓ现象，而软阈值滤波结果则比较平滑，但可能会

造成边缘模糊等失真现象。

外弹道测量数据处理的目的主要是为了进行起

点或落点的外推获取较为准确１个或几个弹道探测

点的数据，然后以此点作为弹道计算的起点，而不是

所有探测点的数据，所以在进行起点选择时选择平滑

效果较好探测弧段的中间部分，因而软阈值算法造成

失真现象对实际应用的影响不大。基于上述考虑，所

以文中选择软阈值算法。

１．４ 小波基的选取

小波基的选取在降噪过程中也起着非常关键的

作用，最理想的小波基是能同时具有以下性质：１）对

称性或反对称性，具有对称性的小波在信号处理中可

以防止相位畸变；２）较短的支撑长度，支撑长度越长，

需要耗费更多计算时间，而且产生更多高幅值的小波

系数；３）正则性，正则性好能获得较好的平滑效果，减

少量化或舍入误差的视觉影响，但正则性好，支撑长

度就长，运算时间就大，因此这两者需要折衷处理；４）

较高的消失矩，消失矩越大就使更多小波系数为零，

但一般情况下，消失矩越高，支撑长度也越长，因此在

支撑长度和消失矩上也应该折衷考虑。

事实上，因为没有哪个小波基函数能同时满足上

面的几条准则，所以在选择的过程中只能是有所侧

重，在理论的指导下进行多次的仿真，对比降噪效果

·７３１·
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才能最终确定最合适的小波基函数。

常用的小波基函数有 Ｈａａｒ、Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ、Ｂｉｏｒｔｈ－

ｇｏｎａｌ、Ｃｏｉｆｌｅｔｓ、Ｓｙｍｌｅｔｓ、Ｍｏｒｌｅｔ、Ｍｅｘｉｃａｎ　ｈａｔ、Ｍｅｙｅｒ
等，它们的性质和特点请参阅文献［１］。

根据大量的数据进行实验，在统计意义下利用

ｄｂ４小波进行４层分解时的效果最好，所以文中选择

ｄｂ４小波，分解的层数为４。

２　弹道数据的小波滤波
测量系统获取的弹道数据主要由两部分组成：一

是真实的弹道轨迹数据，二是测量系统的噪声。弹丸

在空中飞行时还受到各种射击条件的影响，例如气

温、气压和风的扰动等，使得真实的弹道轨迹数据与

理论上的弹道数据存在一定的误差。所以在进行弹

道数据处理的时候，不仅要剔除测量噪声，而且对射

击条件带来的扰动也要进行相应的处理。用Ｋａｌｍａｎ
滤波方法进行弹道数据处理时要已知噪声的分布特

征，实际上射击条件的扰动特性是无法准确预知的，

而且在某些情况下测量系统的测量误差分布也很难

获取，所以Ｋａｌｍａｎ方法在实际应用上存在一定的限

制。无论是测量噪声和各种扰动带来的噪声，它们在

信号的表现形式上可以看成一种服从正态分布的高

频分量，而理论上的弹道数据是一低频分量。所以，

理论上讲，能够用小波变换进行弹道数据的处理。

小波变换用于弹道数据处理的步骤如下：

１）选取不同的小波基函数对弹道数据进行小波

分解，通过筛选选择一种小波基函数，并确定要进行

的分解层数Ｎ，然后对弹道数据进行Ｎ 层的小波分

解；

２）对小波分解的高频系数进行阈值量化处理，选

择一种阈值方式，确定阈值，然后对第一层到第Ｎ 层

的高频系数进行阈值量化处理；

３）对处理后的弹道数据进行小波重构，根据小波

分解的第Ｎ 层的低频系数和经过量化处理后的第一

层到第Ｎ 层的高频系数进行数据的重构。

３　仿真实例
文中模拟某型炮兵侦察校射雷达探测１５２ｍｍ加

榴炮弹道数据，在此基础上进行仿真实验。

３．１　弹道数据的构造

选取目前广泛采用的四自由度质心运动微分方

程，忽略地表曲面和偏流影响，考虑科式效应。弹道

方程具体形式如下［２］：

ｄｖｘ
ｄｔ ＝－ＣｂＨ

（ｙ）Ｇ（ｖｒ，Ｃ）（ｖｘ－ｗｘ）－

　　　２Ω（ｖｚｓｉｎΛ＋ｖｙｃｏｓΛｓｉｎβ）

ｄｖｙ
ｄｔ ＝－ＣｂＨ

（ｙ）Ｇ（ｖｒ，Ｃ）（ｖｙ－ｗｙ）－

　　　ｇ＋２Ω（ｖｘｃｏｓΛｓｉｎβ＋ｖｚｃｏｓΛｃｏｓβ）

ｄｖｚ
ｄｔ ＝－ＣｂＨ

（ｙ）Ｇ（ｖｒ，Ｃ）（ｖｚ－ｗｚ）－

　　　２Ω（ｖｙｃｏｓΛｃｏｓβ－ｖｘｓｉｎΛ

ｄｘ
ｄｔ＝ｖｘ

ｄｙ
ｄｔ＝ｖｙ

ｄｚ
ｄｔ＝ｖｚ

ｖｒ＝ （ｖｘ－ｗｘ）２＋（ｖｙ－ｗｙ）２＋（ｖｚ－ｗｚ）槡 ２

ｔａｎθ＝ ｖｙ
ｖ２ｘ＋ｖ２槡 ｚ

ｏｒθ＝ａｒｃｔａｎ
ｖｙ
ｖ２ｘ＋ｖ２槡（ ）

烅

烄

烆 ｚ

（８）

式中，各代字的含义详见文献［２］。

积分的初始条件为：

ｔ＝０时，ｖｘ＝ｖｘ０＝ｖ０ｃｏｓθ０，ｖｙ＝ｖｙ０＝ｖ０ｓｉｎθ０，

ｖｚ ＝ｖｚ０ ＝０，ｘ０ ＝ｙ０ ＝ｚ０ ＝０。

射击条件在一定的范围内随机选择，弹道方程求

解采用四阶龙格 库塔法。

为了模拟真实的弹道探测数据，文中采用某型炮

兵侦察校射雷达的有关参数进行数据的变换和人为

加噪，具体步骤如图１。

图１　弹道数据的构造

为了分析表中各种因素对滤波结果的影响，保持

一个参数变化而其它参数不变进行取样，这样得到在

不同的采样间隔、不同的测量噪声、不同的采样点个

数情况下的８组样本，每组样本的个数为１０００。

３．２　小波去噪实验结果及分析

文中采用 Ｍａｔｌａｂ６．５软件的小波工具箱，按２中
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的步骤对８组样本进行实验，实验结果如表１所示。
表１　基于小波滤波的弹道数据处理结果

序号

取样说明 处理结果（均方差）／ｍ
采样

间隔／ｓ

采样

点数

探测

噪声
Ｘ方向 Ｙ 方向 Ｚ方向

１　 ０．２　 ４０ 标准 ６．４８０３　 ６．７３３５　 ６．５３６８

２　 ０．３　 ４０ 标准 ７．８６１６　 ７．５８２０　 ７．４１２４

３　 ０．４　 ４０ 标准 １０．３３３５　１０．３９５６　８．６２７７

４　 ０．３　 ４０ 标准 １０．２３６５　１０．４１９３　１０．１９９７

５　 ０．３　 ６０ 标准 ７．３６５２　 ７．４７１５　 ７．５０４４

６　 ０．３　 ８０ 标准 ７．１４５３　 ７．３１９４　 ７．３１２７

７　 ０．３　 ６０　 ２倍 １４．０２１８　１３．８３７２　１３．４６１８

８　 ０．３　 ６０　 ３倍 １９．０４８２　１９．９８６０　１９．９５５１

备注
探测噪声服从正态分布，标准噪声指探测距离、方位

角、仰角的均方差分别是２０ｍ、０．００２ｒａｄ、０．００３ｒａｄ。

　　从表１可以看出，采用小波滤波方法进行弹道数

据处理的效果较好，即使在探测噪声达到３倍标准噪

声的情况下，其平均均方差也不大于２０ｍ。随着采样

间隔的增加、采样点个数的减小以及探测噪声的增

加，数据处理的精度略有下降。

为验证小波去噪的实时性，文中对处理时间进行

了测试，采样点个数分别为４０、６０、８０个时，每个样本

的处理时间分别是１５．６ｍｓ、２０．２ｍｓ和２９．８ｍｓ（ＣＰＵ：

２．２ＧＨｚ，内存：５１２ＭＢ），结果证明该方法完全满足实

时性的要求。

３．３　两种处理方法的结果对比

另外文中还与 Ｋａｌｍａｎ滤波方法的处理结果进

行了比较，基于Ｋａｌｍａｎ滤波的弹道数据处理方法见

参考文献［３］。文中在两种情况下，进行了基于 Ｋａｌ－

ｍａｎ滤波的弹道数据处理实验，一是在弹道参数（弹

道系数、气象条件、弹道条件）无误差，二是弹道参数

存在一定误差（误差设定为５％）。实验样本同３．２，

两种情况下的统计实验结果如表２所示。
表２　基于Ｋａｌｍａｎ滤波的弹道数据处理结果

序号

均方差（弹道参数

无误差）／ｍ

均方差（弹道参数

有误差）／ｍ

Ｘ方向 Ｙ 方向 Ｚ方向 Ｘ方向 Ｙ 方向 Ｚ方向
１　 ５．８７５６　６．５３３５　６．２１３８　１０．０２７０　１１．０３５１　１２．８６７６

２　 ６．８７２４　７．１１３４　７．０８９７　１２．４６５６　１４．２２７２５　１５．００６５

３　 ９．２１０１　０．９１０５２　７．９８５４　１９．５４６８　１９．６６４４　１３．５４０４

４　 ９．１８７４　０．９１０７４　８．０１２１　２０．３１２５　２０．５９１７　１９．８７６６

５　 ６．５３６０　０．６８１８０　６．９２３０　１３．５５３７　１２．９６４５　１２．８２８３

６　 ６．０２２８　０．７０５３４　６．３２４５　１２．８５４　１３．００１０　１４．０１２５

７　１０．０５６７　１２．４０７５　１１．０２７４　２８．７４６４　２７．９４３１　２６．６４５４

８　１３．０６５０　１４．２１８５　１５．０２０３３　３０．０４０２　３１．５４７　３２．００４２

　　可以看出，在弹道参数无误差的情况下，基于

Ｋａｌｍａｎ滤波的精度略高于小波滤波的精度，但是当

弹道参数出现误差时，Ｋａｌｍａｎ滤波的精度大幅下降，

其精度远低于小波滤波的精度。在实际处理过程中，

特别是在炮兵实战过程中，很难获取准确的弹道参

数，因此 Ｋａｌｍａｎ滤波的精度在实际条件下将会变

差，使用范围受到很大限制，相反，基于小波滤波的处

理方法却不受弹道参数的影响，实用性好。

为了直观的比较两种方法的处理效果，随机抽取

了一个样本的处理结果，各种情况下的数据处理误差

如图２所示。

图２　不同情况下数据处理误差

“＋”、“×”、“＊”分别表示采用小波滤波、弹道参

数无误差情况下Ｋａｌｍａｎ滤波、弹道参数有误差情况

下Ｋａｌｍａｎ滤波结果的误差。从图中可以看出在弹

道参数无误差时，Ｋａｌｍａｎｌ滤波的精度最高，但在弹

道参数存在误差时，小波滤波的效果明显优于 Ｋａｌ－

ｍａｎ滤波的滤波效果。

４　结论
通过对小波变换算法的理论分析和和仿真试验，

证明了小波变换在外弹道测量数据处理上具有精度

高、实时性强的特点。特别是在弹道模型和噪声分布

特征未知条件下，该方法的精度远高于目前广泛采用

的Ｋａｌｍａｎ滤波方法的精度，战场实用性更好。
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