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摘 要：岩土空间破坏面位置的确定与计算所选用的破坏准则有关，运用不同的破坏准则得到的土体的破坏 

面位置及相应抗剪强度也不 同．基于最大剪应力、最大剪正应力 比和空间滑动面破坏准则，通过建立 La— 

grange函数求条件极值的方法推导了不同破坏准则条件下岩土空间破坏面的位置及相应的抗剪强度，并得 

到了这些抗剪强度与现有常用破坏准则间的相互关系．进而针对 已求得的不同破坏准则条件下的抗剪强度， 

通过数值分析探讨了中主应力对土的抗剪强度的影响．分析结果表明，中主应力对土的抗剪强度有显著的影 

响，一般地在平面应变条件下这种影响达到最大． 
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在土木建筑、水利水电、公路交通及边坡治理等众多的工程建设中，人们往往会遇到大量的软土地 

基，通常需要考察土体可能发生破坏的潜在滑动面．这类实际工程中的滑动面往往是三维空间问题，但 

由于按空间问题处理起来相当复杂，因此常常将其简化为平面问题来处理． 

如在土工稳定性分析中被广泛应用的Mohr-Coulomb破坏准则，由于没有反映中主应力的作用，无 

法考察中主应力在三维应力空间中对土体破坏面位置及相应抗剪强度大小的影响，因此其实质上是一 

个单剪强度理论．由此破坏准则得到土的剪切破坏面与最大主应力作用平面之间的夹角为 45。+ ／2， 

且认为三轴压缩和三轴拉伸条件下土的抗剪强度指标完全相同．然而，现有理论分析和试验研究一致性 

地表明口 ]，中主应力对土的抗剪强度的影响呈现放大效应和区间效应．因此，将空间问题简化为平面问 

题来处理可能低估了土体的强度． 

张国祥等经理论推导，得出了在平面应变条件下破坏面位置与强度准则的一般关系、破坏时平面应 

变状态下的统一强度准则，为岩土滑移面的确定提供了理论依据[73．但基于平面应变条件下得出的结 

论，往往不能直接运用至一般应力条件下土体的破坏面位置与抗剪强度的确定中去． 

事实上，对于某些破坏准则，运用数学手段，按照空间问题来处理并不是不可能的．本文基于这种思 

想，利用最大剪应力、最大剪正应力比和空间滑动面(SMP)破坏准则，通过建立 Lagrange函数求条件极 

值的方法推导了不同破坏准则下岩土空间破坏面的位置及相应的抗剪强度，并得到了这些抗剪强度与 

现有其他破坏准则的相互关系．进而利用求得的不同破坏准则条件下的抗剪强度，针对不同的中主应 

力，通过数值分析探讨了中主应力对土的抗剪强度的影响，进一步地分析了中主应力对于抗剪强度的放 

大效应和区间效应． 

1 基于最大剪应力破坏标准的空间破坏面 

一 般地，土体单元斜面上的正应力 a 和剪应力r可以通过三个主应力求得 ．如图 1所示，对土体 
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单元体进行受力平衡分析可得 

一 1 Z + 2 。+ 。 (1) 

r一 ,／a Z + drim + i 一口： 

’ 一 i z。+ ；m +dr； 一( ll + 2m + ) (2) 

式中： 、r分别为空间破坏面ABC上的正应力与剪应力．f、 

、 为破坏面法 的方向余弦，满足下列关系 

Z。+ m。+ 一 1 (3) 

下面来考察以最大剪应力为破坏标准的土体的空间破坏 

f(1， ， ， )： 1 z。+ 2。m + 一 (口1l。+ 2m +0"3 。)。+ (z。+m + 。一1) (4) 

式中入为 Lagrange乘数．Lagrange函数的极值条件为 

一 0 

一 o 
U ，，‘ 

(5) 

! ! ! ：==0 

On 

! ! 2—0 
a 

把式(4)代入式(5)，司求得剪应力 r的三个极值及相应作用半 面的法线同量： 

r 一  ， 一 (, ／g’O’譬) (6a) 

rz 一  z ， 一 (0， ，譬) (6b) 
r。 一  一 ( ， ，0) (6c 

利用关系式 ≥ ≥ 巩对比分析上述三式可知，最大剪应力为 r === 旦 ，相对应的破坏面位置 

为(￡ ， t， )：==(譬，o，譬)，此即为Tresca破坏准则，剪应力的大小及相应的作用面位置可用图2 oea 
点表示． 

当区分 r 与 的大小，以最大和次大剪应力之和达到某一值时视土体处于临界破坏椎态，则得到 

俞茂宏的双剪应力强度理论 。 ；若以三个剪应力极值的组合达到某一值时视土体处于临界破坏状态，又 

可得到 Mises破坏准则．这说明基于 Lagrange函数求条件极值的方法推导不同破坏准则下岩土空间破 

坏面的位置及相应的抗剪强度是可行的． 

2 基于最大剪正应力比破坏标准的空间破坏面 

事实上，当土体某一平面上受到的剪应力相同而正应力不同时，土体的滑动势也不相同，正应力越 

大土体越不容易破坏．N&NN剪应力与正应力之比来考察破坏的容易程度．根据式(1)在式(2)得剪 

府 力比表汰 式 
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r 1 z。+ m。+ 3 。一 ( 1 z + zm + 咒 ) 

1l + 2 。+ 3卯 

要求剪正应力比的极值，同样可建立下列 Lagrange函数 

(7) 

f(1,m,n,A 一 王 丢号 丢 +A c z + +nz--1 c8 
把式(8)代人式(5)司求得剪正应力比

O 'n
的三个极值为： 

，三 、 一 二 

＼ ／ 2 

，_!I、 一 = 

I ”2 2 

，三 、 一 二 

＼ 2 

(9a) 

(9b) 

(9a) 

(1Oa) 

(10b) 

朋 。川 。 (o，√ ，√ ) oc 

利用关系式 ≥ z≥∞对比分析式(9)可知，最大剪正应力比为( ) 一 ，相应的土体破 

坏面的法线为(z， ， )一(√ 旱 ，0，√ 牟 )·设破坏面与最大主应力作用平面的夹角为 根据 
图 I知 

tan0-- 一 ⋯  

又设内摩擦角为庐，由内摩擦角定义得 

tan 一( )⋯一 2 
根据式(11)和式(12)可得破坏面与最大主应力作用平面的夹角和内摩擦角的关系 

一45。+要 (13) 

由此可知 ，岩土空 间中按最大剪正应力 比确定 的破坏 

面就是 Mohr-Coulomb破坏准则确定的破坏面，破坏面位 

置如图2中c点所示．这与文献E7]在平面应变条件下推导 

得到的结论是一致的． 

若根据式(9)中的三个极值进行不同的组合，又可得到 

双剪切角理论和三剪切角理论_1。。． 

丁 J 

Jr 

。 

3 基于 SMP破坏准则的空间破坏面 

1974年松同元与中井照夫针对无粘性土基于空间滑动 Fig· 

图 2 破坏准则 

The Mohr-Coulomb failure criterion 
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面(Spatial Mobilization Plane)概念提出了SMP准则，认为当空 

间滑动面上剪应力r。 与正应力 。 之比达到某一数值时土体发 

生剪切破坏，空间滑动面 如图3所示．SMP准则能够反映中主 

应力 对 砂土 抗 剪 强 度 的影 响，一 方 面 能够 较 好 地 符 合 

Mohr—Coulomb准 则， 另 一 方 面 能 够 克 服 了 偏 平 面 内 

Mohr—Coulomb强度准则的奇异性与Drucker—Prager准则的拉压 

强度相等性，因此能够在土工塑性分析中合理地描述三维应力条 

件下无粘性土的强度特性 ]，因而不断得到了推广、发展与完 

善 ，引． 

根据受力分析可得空间滑动面上剪应力r 与正应力 的 

表达式 ： 

Spatial 

Plane 

45 

图 3 空间滑动面 

Fig．3 The Spatial mobilization plane 

一  ／ ；(口2+ )+ ；( l+ )+口i(口1+ 2)一60．10"2 3 
—r ==  ，～  ‘
。 

1 

+ 3+ 3 l (14) 

0．smp √ ) 
出此可得 SMP准则可表示为 ： 

一

rsmp 1
．

(al--J 2)2_+ + 
一 是 (16) 

sm D 3 v̂ 1 2 。 盯2 3 l 3 ⋯  

式(16)和式(7)都表示剪正应力比，因此根据相互关系可求得以SMP准则为破坏标准的土体的空 

间破坏面的方向参数(z，m， )．由分析知，当式(16)中的参数不是由常规三轴试验测得时，即在考虑中 

主应力影响的条件( > 。> )下，求得的以SMP准则为破坏标准的土体的空间破坏面的方向参数 

≠0，而上述分析表明当以最大剪应力、最大剪正应力比为破坏准则时得到的土体空间破坏面的方向参 

数均有 m 一 0． 

但由于试验水平的限制，参数k，通常由三轴压缩试验测得，即有应力条件 。> 一幽，则式(16)变 

为 

( ) 一, ~／2 0． 1--0．2 (17) 
对照式(17)和式(7)可求得以 SMP准则为破坏标准的土体的空间破坏面位置的方向参数为 

或者 

(Z1，ml， 1)一 

(￡2，m2， 2)一 

(~／0．3 ，o， ) 

( 9 ,0．3，o， 0．1 ) 

(18a) 

(18b) 

4 中主应力对抗剪强度的影响 

由上述分析知，SMP破坏准则可以考虑中主应力的影响，而以最大剪正应力比求出的土体抗剪强 

度(即 Mohr—Coulomb破坏准则)中没有包含中主应力的信息，因此可以比较这两个破坏准则得到的土 

体的抗剪强度来探讨中主应力对抗剪强度的影响． 

首先来考察中主应力对 SMP破坏准则的影响．对于给定的大主应力 和小主应力 ，l'smp值随中 
0．smp 

主应力 变化而变化，其极值满足下式关系 

af 1 
===0 (19) 
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把式(16)代入式(19)，可求得中主应力与大、小主应力的关系 

0"2一 (20) 

再把上述关系代回式(16)可得相应的一Z'smp值： 
0"smp 

—

Z'smp
—  1／ +2 一6 (21) 

口smp 0"10"3 ~／ l 。 

根据相关流动法则和 SMP准则可以证明平面应变条件下的应力条件关系式为式(2O)⋯]，因此式 

(21)代表了平面应变条件下空间滑动面上剪正应力比的大小． 

为了便于比较，可定义大、小主应力之比为 t一 ／0"3，于是将以最大剪正应力比为破坏准则时得到 

的抗剪强度(式(9a))、以三轴压缩实验测得参数的 SMP破坏准则得到的抗剪强度(式(17))和以在平 

面应变条件下的 SMP破坏准则得到的抗剪强度(式(21))变形后归纳如下： 

( )⋯一恭 一 

( ) 一 0． 1--0"3一 

( ) ÷√ +2 一6 
上述三式表示不同情况下的剪正应力比，图 4反映了它们与大、小主应力之比t的变化关系． 

大、小主应力之比t与三轴压缩试验中测得的内摩擦角 的转换关系如下 

t一2tan +2tan~ ~／tan。 +1+1 (23) 

一 般地，对于砂土来说，内摩擦角的变化 

范围为 (30。，45。)，根 据式 (2O)可知 相应地 ．  

大、小主应力之比的变化范围为(3．0，5．83)． 

如图4所示，当t在(3．0，5．83)范围内变化 

时，根据 Mohr-Coulomb破坏准则可得最大 善 

剪正应力比在图中(R ，R )范围内变化， 

(RA，R )段的范围为(O．577，1．oo)． 姜 

图4中b曲线和c曲线分别表示SMP准 霜 

则在三轴压缩条件和平面应变条件下的剪正 

应力比与大、小主应力之比t之间的相互依赖 

关系．当中主应力变化时，由 SMP准则得到 

的剪正应力比与大、小主应力之比t之间的曲 

线在图4中的位置也发生变化，并且变化的 

范围应该在 b曲线和 C曲线所夹的范围内．因 

1 8 

1．6 

O．2 

O．O 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

t 

图 4 剪正应力比随 t的变化关系 

Fig．4 Variation of ratios of shear-normal stress with t 

此当最大剪正应力比确定在(R ，Rs)段内变化的情况下，并利用可以考虑中主应力影响的 SMP破坏 

准则来考察土体的抗剪强度时，可以得到大、小主应力之比t在图 4中( ，tF)段内变化，( ，tF)段的范 

围为(3．18，8．40)．可以看出，(￡ ，t )段的范围(3．18，8．40)比原来三轴压缩条件下的大、小主应力之 

比t的变化范围(3．0，5．83)在数值上增大了，因此在考虑中主应力的影响下大、小主应力之比 t变大 

了，即大、小主应力发生了变化，而以往的研究往往认为一般应力条件下受力情况与轴对称受力情况的 

主要区别在于中主应力的不同口]． 

又根据式(22)知，大、小主应力之比t的增大必然会导致内摩擦角的增大．若用 表示中主应力系 

4  2  O  8  6  4  
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数为b时的内摩擦角，则 ≥丸．当大、小主应力之比t在 (3．18，8．4O)范围变化时，利用式(22)可求得 

内摩擦角巾 的变化范围为(31．4。，51．9。)，于是考虑中主应力影响时砂土的实际内摩擦角一般比三轴 

压缩条件下的 高出 1．4。～6．9。，这与已有的研究成果 是相吻合的． 

根据图4可知，对于一定的最大剪正应力比R，大、小主应力之比 t相对于 Mohr—Coulomb准则而 

言在代表平面应变条件的c曲线处增加为最多，即内摩擦角的增加在平面应变条件下为最大，从而可以 

看出中主应力对于强度的影响既有放大效应又有区间效应． 

本文作者曾基于 SMP准则，通过考察屈服函数的数学特性，探讨了一般应力条件下中主应力系数 

的变化对土的强度指标的影响，分析表明砂土的实际摩擦角一般比三轴压缩条件下的丸高出0．6。～ 

5．2o【 ]，即得到了在不同中主应力系数b的取值条件下基于 SMP准则得到的剪正应力比与大、小主应 

力之比t的变化曲线相对于图 4中 b线来说摩擦角增大了0．o～5．2。，这与本文得到的相对于图4中a 

线来说摩擦角增大了1．4。～6．9。是不矛盾的． 

5 结 语 

基于 Lagrange乘数法，通过利用建立 Lagrange函数求条件极值的方法推导了以最大剪应力、最大 

剪正应力比和空问滑动面(SMP)理论等破坏准则条件下岩土空间破坏面的位置及相应的抗剪强度，并 

与已有的在平面条件下推导的结论进行了对比．比较分析表明，在三维应力空间条件下得到的空间破坏 

面的位置及相应的抗剪强度与在平面条件下得到的空问破坏面的位置及相应的抗剪强度有很好的一致 

性，并与现有的其他强度准则相吻合．进而比较了基于不同破坏准则得到的抗剪强度，探讨了中主应力 

变化对土的抗剪强度的影响．分析结果表明，中主应力对土的抗剪强度有显著的影响，考虑中主应力影 

响时砂土的实际摩擦角一般比三轴压缩条件下的 高出 1．4。～6．9。，这与现有的研究成果相吻合．中 

主应力对于强度的影响呈现出放大效应和区问效应，一般地在 面应变条件下这种影响达到最大． 
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The failure surface and relevant shear strength of soil 

LIU Jin—long ，LIU Jie-qun。，CHENG Lu—wang。，WANG Dong—lin 

(1．Department of Civil Engineering，Hefei University，Hefei 230022，China；2．Anhui Institute of Optics 

and Fine Mechanics，the Chinese Academy of Science，Hefei 230031，China； 

3．School of Resource and Environmental Engineering，Hefei University of Technology，Hefei 230009，China； 

4．Anhui Institute of Architecture and Industry，Hefei 230022，China) 
● 

Abstract：The position of the geotechnical failure surface is relative to the failure criteria，and different positions and rele— 

vant shear strengths can be got by using different failure criteria．Based on the failure criteria of maximal shear stress、 

maximal ratio of shear-normal stress and the spatial mobilization plane failure criterion，failure surface’s positions and rel— 

evant shear strengths are studied in the 3D stress space by using extremum method of Lagrange．It demonstrated that the 

results of relevant shear strengths were consistent with existing failure criteria．In comparison with the relevant shear 

strengths，the strength parameters for different intermediate principle stresses are generally studied．It is shown that the 

intermediate principle stress has a considerable effect on shear strength parameters of soils，and this effect will be most 

significant at plane—strain condition． 

Key words：geotechnical failure surface；shear strength；failure criteria；the intermediate principle stress 
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